Enumeration des tableaux standards  by Guenoche, A.
Discrete Mathematics 25 (1979) 257-267 
@ North-Holland Publishing Company 
ENUMERATION DES TABLEAUX STANDARDS 
A. GUENOCHE 
Centre National de La Recherche Scientifique. Laboratoire d’lnfomatique pour les Sciences de 
Z’_riomme, 31, Chemin Joseph Aiguier, 13274 Marseille Cedex 2, France 
Recu le 3 janvier 1978 
Revise le 10 juillet 1978 
Nous presentons dans cet article un aigorithme qui permet de construire parmi les tableaux 
standards de forme donnee (ou tableaux de Young). celui qui est de rang R. On ordonne 
l’ensemble des tableaux standards 51, correspondant au diagramme de Ferrers du partage a. 
que I’on met en bijection avec { 1,2,. . . , card 9,). L’algorithme construit, par une methode de 
denombrement des chemins intermediaires entre deux partages dans le treillis de Young, le 
R -ieme tableau. 
Cette methode de rangement des tableaux standards ’applique a l’&rumCration des permuta- 
tions dont les plus longues suites extraites croissantes et decroissantes ont de longueurs ;ixCes 
et a l’enumeration des permutations qui presentent une sequence de “croissances- 
decroissances” (up-down) don&e. 
On muni I’ensemble 9, des tableaux standards associes a un partage a de n, 
d’une relation d’ordre, et l’on etablit une correspondance bi-univoque entre 9, et 
{1,2,. . . , Da = card 9,). A un entier R compris entre 1 et Da on fait corres- 
pondre le tableau standard de rang R pour cet ordre. 
Dans le premier paragraphe on pose quelques definitions et on rappelle les 
theoremes de denombrement des tableaux standards, ainsi que (paragraphe 2) 
leur correspondance avec le treillis de Young, ou treillis des partages des entiers. 
Ensuite (paragraphe 3), on decrit l’algorithme qui permet de construire le R-ieme 
tableau standard. 
Schensted [6] a mis en evidence la relation qu’il y a entre ces tableaux et les 
permutations de [n] = { 1,2, . . . , n} dont les plus longues suites extraites crois- 
santes et decroissantes sont le longueurs fix&es. 
Foulkes [2] a etabli une correspondance entre les “front&es” d’un tableau 
standard et les permutations qui presentent une m6me suite de croissances- 
decroissances. Dans les paragraphes 4 et 5, nous appliquons notre methode de 
classement a l’enumeration de ces deux classes de configurations. 
re es 
Soit a=(a,,a,,..., a,) un partage de n en m parts. 
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Le diagramme de Ferrers correspondant est par definition le tableau a m lignes, 
dont la ligne i contient Ui cases. 
Son partage conjuge a’ = (al,, . . . , a:,,#) delini par 
a;=card{k It-z,&} 
(on a ai =m et WI’= a,) a comme diagramme de Ferrers le transpose de celui de 
(al, ’ l l , a,). 
Introduisons les definitions suivantes: 
On obtient un tableau normal en numerotant les n cases du diagramme de 
Ferrers de tellc facon que les termes de chaque colonne croissent de haut en baset 
les termes de chaque ligne croissent de gauche a droite. 
Un tableau standard est un tableau normal dont les cases sont numerotees avec 
les nombres 1,2, . . . , n. 
Le tableau d’equerre correspondant a un diagramme de Ferrers est obtenu en 
portant dans chacune de ses cases le nombre hi,i des cases situees a droite, plus le 
nombre de cases situ&es au dessous dans sa colonne, plus un. 
Le theoreme de Frame-Robinson-Thrall denombre les tableaux standards 
associes a un partage de n, comme le rapport de n ! sur le produit des nombres du 
tableau d’equerre correspondant. 
Da =n!/ 11 hijs 
. (1) 
i -= l.....m 
j = I.....% 
Exemple: fz = 7. 
partage a = (4,2, 1) partage conjuge a’= (3,2,1,1) 
diagrammes 
de Ferrers 
6421 6-3 1 
Lo w,‘y--- 31 41 
d’eq uerre 1 2 
1 
nombre de tabieaux standards (identique pour 2 formes conjugees). 
Da = 
7! 
6x4~3~2 
=5X7=35 
exempies de tableaux ‘1357 123 
standards 26 47 
4 5 
6 
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2. Treillis de Young 
Soit 9,, l’ensemble des partages de n et 
g= VI% 
VZ-- 
Si a=(a,,...,a,) et b=(bl, . . . , 6,) sont deux partages de deux entiers non 
necessairement egaux, on a la relation d’ordre partiel suivante: 
a<bem<q et aicbi pour lsisrn, 
c’est a dire si le diagramme de Ferrers de a est contenu dans celui de h. 
Le treillis de Young est le treillis (9, <). 11 lui correspond un graphe infini Y 
dont les sommets de niveau k sont les partages de k (en nombre I$) et chaque 
partage pk,i (i = 1, . . . , pk) est lie aux partages distincts de k + 1, obtenus soit en 
ajoutant a Pk.i une part &gale a 1, soit en ajoutant 1 B l’une des parts, (Fig. 1). 
2 (,,,I (2) 
A\/ \ 
3 (,,,,,I (29,) (3) 
/l/T\//\ 
7 
niveaux 
(4,2,,) 
Fig. 1. Treillis de Young (jusqu’au niveau 6). 
A chaque niveau les partages sont ici ranges dans l’ordre lexicographique note 
1< defini pour a et b deux partages distincts d’un mi%me ntier n, par: {a I c b H 
3h=O,l,... 1 a et b ont mcmes h premiers termes et af1+1 < bh+l}. 
Kreweras [4] a mis en evidence la relation entre les tableaux standards et le 
treillis de Young, notamment en proposant deux methodes de denombrement des 
sommets intermediaires dans Y entre deux sommets donnes. En fait il y a 
bijection entre les chaines de sommet initial (l), dans le treillis de Young et les 
tableaux standards. 
Si d, est un tableau standard associe au partage a de n et b un partage de n + 1 
lie a a dans Y; il correspond a 6 un tableau standard dh, dans lequel la 
numeration des cases de 1 a n est identique a celle de d,, et la case supplementaire 
du diagramme de Ferrers de b est numerotee n + 1. 
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Exentple: Au chemin (0, (2), (2, I), (2,2), (3,2), (3,2, l), (4,2, 1) correspond la 
suite de tableaux standards: 
1 12 12 12 125 125 1257 
3 34 34 34 34 
6 6 
Pour determiner le tableau standard e rang R dans l’ensemble des tableaux de 
forme definie par le partage a = (a,, . . . , a,,), nous allons construire le chemin dt : 
rang R dans le treilgis de Young entre les partages (1) et a. 
Pour cc faire nous allons successivement: 
(i) d$te:miner tous les partages intermediaires dans le treillis de Young entre 
( 1) et Q, c’est 21 dire l’ensemble de partages (6,) . . . , I.@ tels qu’il existe au moins 
cane chcmin dans W qui relie ( 1) h a, et qui passe par (b,, . . . , b,,). 
(ii) krire la matrice du graphe Ya, sous graphe de Y et qui ne contient que les 
sommets intermkdiaires entre D et (1). 
(iii) prkiser la relation d’ordre sur tes chemins et sur les tableaux standards. 
(iv) construire le chemin de rang R. 
3. Algorithmes 
3. i . Partages intertn6diaires entre ( 1) et a 
Si h est antkrieur B a (b C a pour l’ordre defini sur y), il existe au moins un 
chemin dans Y entre a et b, d’oti 
Lemme. f/ensemble des partages interm&diaires entre (1) et a est l’ensemble des 
partages anthieurs ir a. 
On en obtient la liste par l’algorithme d’knumkation wivant: 
e 1. Initialement a est le seul partage de niveau II. 
Supposons connus les partages de k, intermkdiaires entre (1) et a. On obtient 
ceux de k - 1 en retranchant pour chacun d’eux, successivement 1 B chacune des 
parts distinctes. 
En opkrant dans l’ordre dkroissant des parts sur les partagecu de k rang& dans 
l’ordre lexicographique, on obtient les partages de k - 1 ranges suivant le m6me 
ordre (dkormais nous ne prkiserons plus en parlant du “i-i&me partage de k” 
qu’il s’agit du rang i pour l’ordre lexicographique sur les partages de k). 
On notera Y, le sous graphe de Y qui ne contient que les partages antkrieurs B 
Q et Pk k nombre de partages de k antkrieurs B a. 
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Exemple: Yt4,2,11 (Fig. 2). 
N ivcaux 
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a 
7 i 
6 3 
5 4 
4 4 
3 3 
2 2 
1 I 
Fig. 2. 
Remarque. Cet algorithme Mend aisement aux partages intermediaires entre c1 
et b (b < a); it suffit de ne considerer pour chaque niveau k que les partages de 
k - 1 posterieurs B b. 
3.2. Enumt?ration des chemins reliant (1) & a dans Y, 
Soit ME la matrice B Pt-’ lignes et Pt colonnes, telle que 
1 si dans Y, le i-ieme partage de k - 1 est 
( Mk)i = a 1 lie au j-i&me partage de k, 
0 sinon. 
et Vt le vecteur a Pz composantes dont le i-i&me composante VE,i est le nombre 
de chemins reliant le i-i&me partage de k dans Y,, et a. 
On pose Vi = 1 vecteur a une composante bgale a 1. 
On a: 
vk-Mkvk+’ 
a- a a W=1,2 ,..., n-l. (2) 
En effet un chemin entre un partage de k et a est le compose d’un arc qui lie ce 
partage h un partage de k + 1, et d’un chemin entre ce sommet de niveau k + 1 et 
a, et 
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’ Exenpk. a = (4 2, 1). 
Partages aux 
differents nivealrx 
(3,2, 1) 
(4, 1, 1) 
(492) 
(2729 1) 
(3,191) 
(392) 
(4, 1) 
(2, 1, 1) 
(292) 
(3, 1) 
(4) 
(1, 1, 1) 
(271) 
(3) 
(19 1) 
1 
1 
1 
1 
1 1 
1 1 
1 I 
1 1 
1 1 
1 1 1 
1 
1 
1 11 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 \ / 
M: 
3 
12 
8 
15 
20 
35 
v: 
3.3. Relation d’ordre SW les tableaux standards 
L’ensemble des vecteurs { Vi}, = 1 ,...,, ordonne les chemins dans Y,. Parmi les 35 
chemins qui relient (1) & (4,2, l), 15 d’entre eux passent par (1,l) et 20 par (2). 
Ces chiffres sont les composantes de Vz. Celles de Vz indiquent que parmi les 15 
premiers. 3 passent par ( 1, 1, l), 12 par (2, 1); parmi les 20 suivants 12 passent 
ph (2, I ) et 8 par (3). Et ainsi de suite. 
On ordonne ainsi les 35 chemins. Plus precisement, la relation d’ordre est la 
suivante: 
Soit cy = [I. (YJ. cy J. . . . AX,, =a]et p =[I.&.. . . ,& l,a]deuxcheminsdans Y,,. 
a<@33 tel que Vj<i Cri=pi et Cy, 1< pi* 
Cette relation d&nit un ordre sur l’ensemble desl tableaux standards de forme 
dot-u-tee qui nous permet de construire une bijection entre 9, et [I&]. 
3.4. Soi! h construire, parnzi les tableaux standards associks au partage a, celui de 
lrang R wur l’ordre prkidement dijini 
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Algorithme 2. (1) On determine l’ensemble des vecteurs V: pour k variant de 1 
a CL1 Ui = n B I’aide de 1’Algorithme 1 et de la relation (2). 
(2) Pour chaque niveau k = 2,3,. . e , n + 1, on determine dans Y, le i-ieme 
partage de k, pa,ik qui appartient au chemin cherche. 
Soit R& le nombre de chemins reliant a B un partage de k inferieur a pa,ik pour 
l’ordre lexicographique, et lie dans Y, B pa,ik_, . 
R&= 1 vk-1 a.j l 
j tel que I“, , 5 PO.l, 
et P~.~ lie i pa.t,_, 
Determiner le chemin de rang R entre (1) et a qui passe par pa,ik , revient 21 
determiner le chemin de rang Rk qui lie Pa,it_, a a, avecf 
& =Rk-,-R&_, 
et ik est donne par les inegalites 
R& C Rk 6 Rik + Vz,ik 
initialement: RI =R, iI= R',=O. 
Exemple. Q = (4,2, l), R = 20. 
Les veckurs {v& = 1,...,7 sont don& dans l’exemple du paragraphe 3.2. 
R,=20 R',=O i,=(l) 
Ra=20 R$= 15 i2 = (2) 
R3=5 R$=O i3 = (2,1) 
R4=5 R$=3 i, = (2,2) 
RS=2 R:=l i5 = (3,2) 
Rg=l R;=O i6 = (3,2, 1) 
R7=1 R;=O i7 = (4,2,1) 
Conformement a l‘exemple du paragraphe 2 le 20-i&me tableau de forme (4,2, i) 
est: 
1257 
34 
6 
Remarque. L’ordre lexicographique inverse de celui qui est propose ici permet de 
realiser un algorithme plus performant pour construire le tableau standard de 
rang R, puisqu’il ne necessite pas l’ecriture de tous les partages intermediaires 
entre (I) et a, ni des matrices A& On utiliserait alors la formule (1). Mais il await 
l’inconvenient de ne pouvoir s’etendre B l’enumeration des chemins de Y reliant 
deux partages quelconques, que nous utilisons dans le paragraphe 5. 
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4. Permutations dont les plus Ion 
sent de longueurs &&es 
4.1. La cowespondance de Schensted-Robinson 
La correspondance de Schensted-Robinson lie l’ensemble des tableaux stan- 
dards de n cases, a q lignes et p cases dans la premiere ligne, B l’ensemble 9,,P,4 
des permutations d’ordre n dont la plus longue suite extraite croissante est de 
longueur p et la plus longue suite decroissante de longueur q. Elle s’opere ainsi: 
On place un entier k dans une ligne d’un tableau normal, 
-en debut de ligne si cette ligne est vide. 
-en fin de ligne si k est superieur au dernier nombre. 
--a la place de k’ le plus petit entier qui lui est superieur, puis on place k’ de la 
meme facon dans la ligne suivante. 
A une permutation de n elements on fait ainsi correspondre un tableau 
standard, chaque element s,, s2,. . . , s, se placant a son tour dans la premiere 
ligne suivant la regle ci-dessus. 
Exemple. s = (4,2, 1,6,3,5,7); les tableaux normaux successifs sont: 
4; 2; 1; 16; 13; 135; I357 
4 2 2 26 26 26 
4444 4 
Le dernier est un tableau standard note d(s). On verifiera: 
S -I = (3,&s, 1,6,4,7) et d(s-‘) = 14 6 7 
25 
3 
Le theoreme de Schensted etablit une correspondance bijective p entre Yn,p,q et 
les paires de tableaux standards de n nombres B q lignes et dont la premiere 
contient p cases. 
ITo t~1 ?leau a pour forme le diagramme de Ferrers associe a un element de 
94.P 
n 9 ensemble des partages de n en q parts, dont la plus grande est egale a p. 
Card Wn,p,ql = c PaI2 et cpb) = (dW, ds-‘)) 
a E CPnp.q 
Inversement si d1 et d2 sont deux tableaux standards de meme forme, aloes, 
d, = d(s), et la numerotation des cases de d2 represente l’ordre dans lequel les 
cases de d, sont apparues lors de sa construction. 
le. 
d,=1256 d2=1347 
37 26 
4 5 
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On reconstitue la sequence des tableaux standards. En dessotts de chacun est 
port6 l’element dont l’arrivee a provoqut ce tableau. 
1256 125 127 137 13 1 4 
37 37 3 4 4 4 
4 4 4 
6 5 2 7 3 1 4 
soit la permutation s cherchee (4,1,3,7,2,5,6). 
On verifie la propriete bien connue [7,8], d(s-‘) = d(2,5,3,1,6,4,7) = d2. 
4.2. Enuvhation de 9’,,p,q 
L’Cnum&ation de 9,,P,q ne ram&e aisement a celle des tableaux standards; 
pour construire l’element de 9’,,P,q de rang R, on determinera la forme du couple 
de tableaux standards correspondant (parmi les partages de n en 4 parts dont la 
plus grande est egale B p, ranges lexicographiquement-pour ce probleme non 
trivial dans le cas ou n est grand, voir [3]) et leu s rangs I?’ et R”. Ayant construit 
les tableaux d 1 et d2 on reconstitue la permutation s, telle que d(s) = dl et 
d (a-‘) = d2. 
5. Permutations prhsentant une suite don&e de croissances et de d&troissances 
Foulkes [2] a mis en evidence la relation entre le bord (skew-hook) d’un 
tableau standard et les permutations qui presentent une sequence de croissances 
et de decroissances (up-down) don&e. 
En appliquant 1’Algorithme 2 au sous treillis de Y, dont les sommets ont les 
partages intermediaires entre deux partages a et 6 don&, on &urn&e les 
chemins dans Y entre a et b et ce faisant les permutations etudiees. 
5.1. S&pence + - et tableaux standards 
On dit qu’une permutation s = ( sl, . . . , s,) presente une croissance (resp. 
decroissance) n i, si et settlement si, si < si+l (resp. Si > Si+l) 
A chaque permutation d’ordre n correspond ainsi une sequence de n - 1 
croissances (notee +) - decroissances (notee -). A cette sequence on associe les 
deux partages a et 6 suivants: 
a =(a,, . . . , ai,. . .) avec ai = I+ nombre de -- apres le (i - 1)ieme + dans la 
sequence (a, = 1 + nombre de -). 
b=(bl,*..,bi,...) aVeCb, = nombre de - apres le i-i&me + dans la sequence. 
Si l’on superpose les deux diagrammes de Ferrers de a et b, ik definissent un 
bord de diagramme de a, dont la forme correspond a la sequence +- . 
En effet, soit un tableau standard db quelconque t un chemin ahant de 6 B a 
266 A. Guenorhe 
dans le treillis de Young. En completant d,, en suivant ce chemin on obtient un 
tableau standard ,. Les nombres qui figurent dans le “bard” de d,, parcouru de 
droite a gauche t de haut en bas, respectent la sequence +- , puisque d, est un 
tableau standard. A un deplacement horizontal correspond une decroissance, ta 
un deplacement vertical une croissance. 
De plus ces nombres constituent, & une translation p&s, une permutation 
d’ordre C ai - C6i. 
Exemgle. Soit la sequence - -t + - - - + + + - + 
a=(6,5,5,2,2,2,1); 6=(4,4,1,1,1) 
1 2 5 8 
3 6 9 11 
d,, = 4 
7 
10 
A d,, et au chemin (4,4,2, 1, l), (4,4,2,2, l), (f&4,2,2, l), (5,5,2,2, l), 
(5,5,2,2,1, l), (5, 5,3,&l, l), (5,5,3,2,2, l), (5,5,3,2,2, 1, l), 
(6,S, 3,2,2, 1, l), (6,5,4,2,2, 1, l), (6, S, 4,2,2,2, l), (6,5,5,2,2,2, 1) corres- 
pond le tableau standard da. 
1 2 5 8 14 20 
3 6 9 1115 
4 12 17 21 23 
d,=7 13 
10 18 
16 22 
19 
Le “bard” de d, contient dans l’ordre precise (20, 14, 15, 23, 21, 17, 12, 13, 
18, 22. 16, 19) soit en retranchant 11 & chacun, la permutation d’ordre 12 
(9,3,4,12,10,6,1,2,7,11,5,8) 
‘ant la c6wence+ -est bien- + + - - - + + + - +. 
5.2. Enumhation des permutations prhentant une ~~~&p~ence -I- - donke. 
A une sequence + - correspond une paire de partages a, b. 
Soit ti construire la R-i&me permutation presentant cette sequence. 11 suffit de 
determiner le chemin de rang R dans Y entre b et a. Nous opererons comme 
pour le chemin de rang R entre (1) et a. 
--On determine au moyen de l’algorthme 1 les partages intermediaires entre 6 et 
Q. 
---On determine la matrice du sous graphe de 1’ qui ne contient que les sommets 
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intermediaires entre b et a. 
-On applique I’Algorithme 2. 
Conformkment & l’exemple prkckdent, on obtient la permutation de rang R, 
pour l’ordre induit par l’ordre des chemins dans Y (paragraphe 3.3). 
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